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Ezercice 1. (Calcul différentiel)6 points

) . ‘ ) o sin(2z—2y) si T 75
1. On se propose d’étudier la fonction f : R* — R définie par f(z,y) = o Y Yy
six=y.

in2t
(a) Soit la fonction u : R — R définie par u(t) = {;H%% tsz_tO# 0

i. Montrer que u est continue.

it. Montrer que u est (partout) dérivable et donner l'expression de la (fonction) dérivée
v : R — R (on pourra utiliser un développement de Taylor convenable).

i, Montrer que u est de classe C'.
(b) f posséde-elle les propriétés suivantes ?
i. [ est continue.
1. [ est différentiable.
. f est de classe C.
2. Soit la fonction g : R — R définie pour tout point (z,y) € R? par g(x,y) = 23 +y° — 6(z? — 3?).
(a) Montrer que g admet quatre points critiques.
(b) Montrer que g n’admet pas d’extrémum en (0,0).
(c) En se servant du développent de Taylor a Uordre 2 en (4,0), montrer que g admet un minimum
local en (4,0).

Ezxercice 2. (Mesure et Intégration) 4 points
1 T .
1. On définit sur R la suite de fonctions (fn)n>1 par fn(z) = {x?’ an +5) stz €[l 4oo]
- 0 stnon
(a) Montrer que la suite (fn)n>2 converge A\-p-p vers une fonction f que l'on déterminera.
(b) Pour n € N*, f, est-elle \-intégrable ?

(¢) Déterminer en vérifiant les hypothéses du théoréme utilisé la limite MT [ fadA.
n—-+0o0

2. On définit sur R la suite de fonctions (hp)nen par la relation hy(z) = %‘z‘ sin()
(a) Montrer que la suite (hy)n>2 converge A-p-p vers une fonction h que 'on déterminera.
(b) Montrer que ¥n € N, h,, est intégrable au sens de Lebesgue.
M ‘ ' = ' :
(c) Montrer clairement que nﬁwahndA f(nl_%Toohn)d)\
(d) Calculer cette limite commune.
Ezxercice 3. 10 points
Les questions ci-dessous sont indépendantes

1. On considére un couple de variables aléatoires continues (X,Y) dont la densité jointe est donnée

e 2\ i1 < p < ey <

(a) Montrer que k = é—i

(b) Calculer les densités marginales de X et de Y.

(c¢) Les variables X et Y sont-elles indépendantes ¢

(d) Déterminer la densité marginale de X sachant que Y = 0.
(e) Calculer la covariance de X et Y




2. On cherche un parapluie qui, avec la probabilité ’7’ se trouve dans un quelconque des 7 étages d’un
immeuble. On a exploré en vain les 6 premiers étages. Quelle est la probabilité f(p) que le parapluie
se trouve au 7 eme étage ?

3. Soit X une variable aléatoire suivant une loi normale de moyenne 20 et d’écart type 5.

(a) Calculer le pourcentage des valeurs dépassant 12
(b) Calculer le pourcentage des valeurs comprises entre 12 et 29
(c) Déterminer la valeur dépassée par 40% des valeurs de cette variable aléatoire.




